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Резюме. Знайденi необхiднi i достатнi умови асимптотичної стiй-
костi в середньому квадратичному розв’язкiв системи лiнiйних
стохастичних диференцiальних рiвнянь з коефiцiєнтами, якi за-
лежать вiд скiнченого Марковського випадкового процесу. Для
виводу умов стiйкостi використанi квадратичнi функцiї Ляпу-
нова.
1. Розглядається система лiнiйних диференцiальних рiвнянь
dX(t) = A(ζ(t))X(t)dt+A(ζ(t))X(t)dw(t), x(t) ∈ Rm, (1)
де ζ(t) — скiнченнозначний Марковський процес, що приймає значення
ζk, k = 1, ..., n, з ймовiрностями
Pk(t) = P [ζ(t) = ζk], k = 1, ..., n.







aksPk(t), k = 1, ..., n, (2)
де сталi коефiцiєнти aks, k, s = 1, ..., n, задовольняють вiдомим умовам [1]
aks ≥ 0, k 6= s, k, s = 1, ..., n, akk ≤ 0, k = 1, ..., n,
n∑
k=1
aks = 0, s = 1, ..., n. (3)
У системi рiвнянь (1) w(t) — стандартний вiнерiвський випадковий про-
цес, який задовольняє, зокрема, умовам
〈w(t)〉 ≡ 0, w(0) = 0, 〈w2(t)〉 = t, t > 0, 〈(dw(t))2〉 = dt. (4)
Символ 〈·〉 означає операцiю математичного сподiвання.
Нульовий розв’язок X(t) ≡ 0 системи рiвнянь (1) буде асимптотично




2〉 = 0. (5)




прямувала до нульової матрицi при t→ +∞.
Очевидно, що для асимптотично стiйкої в середньому квадратичному






Символом ‖X(t)‖ позначається евклiдова норма вектораX, тобто ‖X(t)‖2 =
= X∗X. Тут i далi (∗) означає транспонування вектора або матрицi.
Якщо B — симетрична матриця B = B∗ додатньо визначеної квадратич-
ної форми
w(X) = X∗BX > 0, X 6= 0,
то запишемо це символiчною нерiвнiстю B > 0.
2. Введемо додатньо визначену квадратичну форму
w(x, ζ(t)) = X∗B(ζ(t))X, B(ζ(t)) > 0, (7)
яка задовольняє умовам
λ1‖X‖2 ≤ w(X, ζk) ≤ λ2‖X‖2, λ2 ≥ λ1 > 0, k = 1, .., n.
Введемо функцiю Ляпунова для системи лiнiйних диференцiальних рiв-




〈w(X(y), ζ(y))|X(t) = X, ζ(t) = ζ〉dy. (8)
Символ 〈·|·〉 означає умовне математичне сподiвання. При обчисленнi
iнтеграла (8) беруться лише тi розв’язки X(t) системи рiвнянь (1), якi при
фiксованому значеннi t перетворюються в фiксований векторX i при цьому
ζ(t) = ζ, де ζ — фiксоване значення.
Для асимптотично стiйкого в середньому квадратичному розв’язку X(t)
системи рiвнянь (1) невласний iнтеграл в формулi (8) збiгається. Для спро-




〈w(X(y), ζ(y))|X(t) = X, ζ(t) = ζs〉dy, s = 1, ..., n. (9)
Знаючи функцiї vs(t,X) можна знайти значення функцiї v(t,X, ζ) з (8).
Нехай f(t,X, ζ) — щiльнiсть розподiлу випадкових величин X, ζ. Оскiльки





fs(t,X)δ(ζ − ζs), (10)
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де δ(t) — узагальнена функцiя Дiрака. Вiдомо, що функцiя Дiрака δ(t)
задовольняє умовам




Для неперервної функцiї ϕ(t) маємо рiвнiсть
+∞∫
−∞
ϕ(t)δ(t− t0)dt = ϕ(t0).
Функцiї fs(t,X), s = 1, ..., n, називаються частинними щiльностями роз-



















Для системи лiнiйних стохастичних диференцiальних рiвнянь (1) буде
справедлива така теорема.
Теорема 1. [1] Для того, щоб нульовий розв’язок системи лiнiйних сто-
хастичних диференцiальних рiвнянь (1) був асимптотично стiйким в се-
редньому квадратичному необхiдно i достатньо, щоб збiгались невласнi
iнтеграли vs(t,X) (9).
Для систем нестацiонарних диференцiальних рiвнянь вигляду
dX(t) = A(t, ζ(t))X(t)dt+H(t, ζ(t))X(t)dw(t) (12)
введемо нове поняття стiйкостi розв’язку.
Означення 1. Нульовий розв’язок системи (12) називається L2-стiйким,





〈‖X(t)‖2〉 dt <∞. (13)
Для дослiдження L2-стiйкостi можна ввести функцiї Ляпунова vs(t,X),
s = 1, ..., n, за формулами (9). Справедлива така теорема.
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Теорема 2. [1] Для того, щоб нульовий розв’язок системи рiвнянь (12)
був L2-стiйким необхiдна i достатня збiжнiсть невласних iнтегралiв (9),
якi визначають частиннi значення vs(t,X), s = 1, ..., n, функцiї Ляпунова
v(t,X, ζ) (8).
Введення L2-стiйкостi дозволяє уникнути труднощiв, пов’язаних з дове-
денням спiввiдношення (5), оскiльки iз збiжностi iнтегралiв (9) не випливає
виконання спiввiдношення (5) для нестацiонарної системи рiвнянь (12).
3. Для того, щоб краще зрозумiти наступнi результати, розглянемо спо-
чатку асимптотичну стiйкiсть в середньому квадратичному розв’язкiв сис-
теми лiнiйних стохастичних диференцiальних рiвнянь [3]





〈w(X(y))|X(t) = X〉 dy, (15)
де w(X) — додатньо визначена квадратична форма
w(X) = X∗BX, B > 0.
Оскiльки v(t,X) — квадратична форма вiд X, то можна показати, що
+∞∫
t
〈w(X(y))|X(t) = X〉 dy = X∗C(t)X, C > 0. (16)
Також можна показати, що C(t) = C = const, де матриця C — розв’язок
матричного рiвняння
B + CA+A∗C +H∗CH = 0. (17)
Одержаний результат можна сформулювати так.
Теорема 3. [3] Для того, щоб нульовий розв’язок системи лiнiйних сто-
хастичних диференцiальних рiвнянь (14) був асимптотично стiйким в
середньому квадратичному необхiдно i достатньо, щоб матричне рiвнян-
ня (17) для матрицi C мало єдиний, додатньо визначений розв’язок C > 0.
4. Розглянемо тепер асимптотичну стiйкiсть в середньому квадратично-





〈w(X(y), ζ(y))|X(t) = X, ζ(t) = ζs〉 dy =
= X∗(t)Cs(t)X(t), s = 1, ..., n. (18)
Оскiльки система рiвнянь (1) не залежить явно вiд часу t, то матрицi
Cs(t), s = 1, ..., n, не залежать явно вiд t, тобто Cs(t) = Cs = const,
s = 1, ..., n.
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〈w(X(y), ζ(y))|X(t+h)=X+A(ζs)Xdt+H(ζs)Xdw(t), ζ(t+h)=ζs〉 dy≡
≡ X∗Cs(t)X, s = 1, ..., n.
Щоб скоротити записи введемо позначення
As = A(ζs), Bs = B(ζs), Cs = C(ζs), Hs = H(ζs), s = 1, ..., n. (19)
Одержимо систему рiвнянь




vk(t+ h,X +AsXdt+HsXdw(t), ζ(t+ h)), s = 1, ..., n. (20)
Для скiнченного Марковського ланцюга виконуються рiвностi
P{ζ(t+ h) = ζk} = hP{ζ(t) = ζs}aks +O(h2), k 6= s,
P{ζ(t+ h) = ζs} = P{ζ(t) = ζs}+ hP{ζ(t) = ζs}ass +O(h2), k = s.
Рiвностi (20) можна записати у виглядi




haksvk(t+ h,X) +O(h2). (21)
Використаємо позначення
vs(t,X) = X∗CsX, w(X, ζs) = X∗BsX, s = 1, ..., n,
i рiвностi
Cs(t+ h) ≡ Cs = const, s = 1, ..., n.
Як i в попередньому пунктi будуть справедливi рiвностi
〈vs(t+ h,X +AsXh+HsXdw(t))〉 =
= 〈(X∗ +X∗A∗sh+X∗H∗s dw(t))Cs(X +AsXh+HsXdw(t))〉 =
= X∗CsX +X∗AsCsXh+X∗CsAsXh+X∗H∗sCsHsX + o(h).
При цьому рiвностi (21) матимуть вигляд









При h → 0 приходимо до системи матричних рiвнянь для симетричних




aksCk +H∗sCsHs +Bs = 0, s = 1, ..., n. (22)
Остаточно приходимо до такої основної теореми.
Теорема 4. Для того, щоб система лiнiйних стохастичних диференцi-
альних рiвнянь (1) з коефiцiєнтами, якi залежать вiд скiнченнозначно-
го Марковського ланцюга, мала асимптотично стiйкий нульовий розв’я-
зок необхiдно i достатньо, щоб система матричних рiвнянь (22) при
Bs > 0, s = 1, ..., n, мала єдиний розв’язок Cs > 0, s = 1, ..., n.
Ця теорема узагальнює деякi результати роботи [3] на випадок випадко-
вих коефiцiєнтiв, якi залежать вiд скiнченнозначного Марковського проце-
су.
Зауваження. Якщо коефiцiєнти системи рiвнянь (1) не залежать вiд вi-
нерiвського процесу w(t), то одержимo вже вiдомий результат.





залежать вiд скiнченнозначного Марковського ланцюга ζ(t), який приймає
значення ζk з ймовiрнiстю
Pk(t) = P{ζ(t) = ζk}, k = 1, ..., n,
яка задовольняє системi рiвнянь (2).
Нульoвий розв’язок системи рiвнянь (23) асимптотично стiйкий в се-
редньому квадратичному тодi i тiльки тодi, коли система матричних
рiвнянь
Bs + CsAs +A∗sCs +
n∑
k=1
aksCs = 0, s = 1, ..., n, (24)
при Bs > 0, s = 1, ..., n, має розв’язок Cs > 0, s = 1, ..., n.
Приклад. Дослiдимо стiйкiсть в середньому квадратичному розв’язкiв
системи диференцiальних рiвнянь (23), де ζ(t) — випадковий Марковський
процес, який приймає два значення ζ1 та ζ2 з ймовiрностями
Pk(t) = P{ζ(t) = ζk}, k = 1, 2,
що задовольняють системi рiвнянь
dP1
dt
= −λP1 + νP2,
dP2
dt
= λP1 + νP2, λ > 0, ν > 0.
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Умови стiйкостi зведуться до виконання матричних нерiвностей для мат-
риць C1 > 0 та C2 > 0
C1A1 +A∗1C1 − λC1 + λC2 > 0,
C2A2 +A∗2C2 − νC2 + νC1 > 0.






де wj(t) — незалежнi вiнерiвськi стандартнi випадковi процеси, ζ(t) — Мар-
ковський скiнченнозначний випадковий процес, що приймає значення ζk,
k = 1, ..., n.
Введемo позначення
Hjk = Hj(ζk), j = 1, ..., l, k = 1, ..., n,
та прийдемо до теореми.
Теорема 6. Для того, щоб нульовий розв’язок системи лiнiйних стохас-
тичних диференцiальних рiвнянь (25) був асимптотично стiйким в серед-
ньому квадратичному необхiдно i достатньо, щоб система матричних







H∗jsCsHjs +Bs = 0, s = 1, ..., n,
при Bs > 0, s = 1, ..., n, мала єдиний розв’язок Cs > 0, s = 1, ..., n.
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